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1. De tre Functioner, vi have betegnet ved U0? U2 og IV, kunne, 
naar Parametrene hvoraf de afhænge ere reelle, undergaae mær
kelige Transformationer, dog fornemmelig naar de ere complette 
d. e. naar Amplituden er - tL.

Den complette Function Vo være betegnet ved nemlig

n sin2 q).
o

dø
A (c, ø)’ (5)

Udvikles log (1 ¿-n sin2ip) efter stigende Potenser af n sin2^ og
sættes

erholdes

sin2inø. dø
A (c, ø)

2 Ü , (», c) =n Z2-^ Z‘ + ^Z6 - ■£ Z8+ åc.

men ifölge en bekjendt Formel {Traité des Jonctions elliptiques 
T. II Pag. 536) haves

z2m
o

n cos mø. dø
< 14- c2 —2 c cos ø’ (2)
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2 'n,c)

<11 tsaa

d ©
<F-F c2 — 2 c cos©

■ n n .— cos © —---- cos 2 0 -f-
-c 2 c2

n3---- cos 3 0
3 c3 cos 4 ©4" &c

Summeres nu Rækken under Integraltegnet ifölge den bekjendte
Udvikling
i log ( 1 12 4~ 21 cos©) = t cos© —112 cos 2© 4~| t3 cos 3 © — £t4 cos 4 © 4-&C , 
erholdes

Iog(L4-^4-2-cos©)
c c _d 

V'14-c2 — 2 ecos © 
o

Indsættes heri
n2 n f n »2 n

1 + ^ + 2Tcos«’ = (1_c) +4-cos^ç>,

<1 4- c2 --2 c cos, = (1 + c) 4c
V (l-f-c)2 î<?’

og sættes (£-7T — 2ip, fremkommer

? iog[(i-^)2+473i“M

Vi
fölgelig

2 (Jï (n,c)= 2^8Í1__ F\cU4- tV-UxS’cX)]
14-c 14“c f

? (4)
iU=_±!l_, c-Êït

(c -- 11) 2 14-c J

Ifölge den ældre Modulusscala (Z’ancienne échelle des modules^ 
hvor c1 er det paa c folgende Led i den Retning hvor Modu
lerne ere voxende, er
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eller

>c

Ü, (nI,cI)=log (t — F*  (c')+----1---- U, (n‘ Se”)
c1' Sil-f-c1) 7

F’(c-)=(i + c) F’(c),

altsca kan den fundne Formel (4) saaledes fremstilles:
U, (n,c)= log (1 —FI(c)4__2_UI(nI,cI). (5)

Ligesaa er

Ü, (n.,o.)=(l+c)IoS (1 - £). F‘ W+—4-77 U, (n-.cx-) 

idet nTI=(-cI_nI)2’ Elimineres F1 (c) mellem den

sidste Ligning og Ligning (5), erholdes folgende Relation 
mellem de tre complette Functioner U/n,c),Ux (n>,c ),Ux(nr I,cI ’):

:)log(t_ï-)ü,(n,c)-loî [(1-y) =

(6)
2. log(l-]-nsin2Ç>) i Formlen (1) er bleven udviklet efter 

stigende Potenser af nsin2(ß; men man kunde ogsaa udvikle 
den efter Cosinusser af multiplicerede Buer, transformere ifölge 
(2), og derefter summere under Integraltegnet ifölge Udviklin
gen efter stigende Potenser. If ölge (1) er 

dç>
2 UI(n,c)= — 21oga. FX(c)4 loS(a + ansin2?)-‘Â(4^7

O
1 f • <2^ aï} an

og da et-j-et n sin ------ — cos2(p, sættes



hvorved ( 1-J-n) = O 4~t)2 °g ä = (1—t)2, altsaa Y*  1-{-n “ 7“~p 

hvorved igjen
— 1 ______ 4 ___

Man erholder som Folge heraf;
2 U. („,c) = 41ogï33p±l.F’W+ ̂ "logCi+t’-îtcoh?).-^

o
Ved heri at indsætte

log f 1 —t2 — 2 tcos 2<p) = — 2 ft cos 29-f- ft.2 cos 49 4~ It3 cos 69-f- &c.)

2 Uj (n,c) =

cos 019. ¿9 

^V-Lo-t-2-fPbCos9 

og ved dernæst at transformere hvert enkelt Led ifolge (2),
erholdes:

41ogíl±l±2. F‘(c)

4 z* 71 do_L----- / ---- !--- [tcosin2(? —-it2 co2sin4o-f"i t3co3sinåo&c.]
l+v A(c°,9)

O

=4iog--'V‘--Lt. f-(c)+_±_y*  log(1+nt,sin2o).y?_,
o

A(c,9)=£±Í Vl + d^/4-2pF|eo,2<p,

idet b2 = 1—c2, ved fremdeles at bemærke at
dø z*2 tt do

2 tcos 29).—;-----=4 / log (1 -j-12 —2 tcos 29).“-----y?A(c,ø) J bk ' Y'A(c,9)
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idet c° = det Led som er nærmest lavere end c i den

ældre Modulusscala, og n° — tc° =. c0, hvorved er-

holdes
D.+.n±U—L-, F,(o)=(i+c«)Fi(c»), _£__t , c„

c°
Altsaa er

2 Ux (",«) = -4(1 H-c»)log (1 — F'(c«) + 4(14-C»)U, (n°,c°) 

eller
Ux(n°,c«)= loS(l-^. F\c°)+__1—Ul(D,c)) 

hvilket Resultat falder sammen med (5), thi ifölge Udtrykket 

for n° er 1 -f— n c° -f- n°
c°— n° altsaa n = 4c° n°

(c°— n°}2 hvoraf sees at n°,

n, n1, danne tre consecutive Led af Parametrenes Række, lige
som c°, c, c1 af Modulernes.

3. Denne Transformation af den complette Function UI? 
udtrykt i (5), kunde som grundet paa uendelige Rækker muligen 
være bundet til visse Indskrænkninger hidrorende fra Betingel
serne for disse Rækkers Convergents. Disse Betingelser redu
cere sig i den forste Methode til n < c, men da den anden

4 n — 4 
Methode blot kræver at t < 1, hvilket, da t = , stedse

Vl-f-n-f-l
er opfyldt, maa Resultatet gjælde almindeligt. Kun er det herved 

at bemærke, at naar n >. c, maa log forandres til
Kid. Selsk. phys. og math. Skr. F I. Deel.



(n, c)=:
, F^coooy&e.

2

2
,c)=

4-2p(14-co(P))Ux(n°(p), c0^)

T 1 Z*2  log sind/
Ux(c,c)=1oS2.F W +

o

Man kan altsaa overhoved udtrykke Ui(n,c) ved Hjælp af 
F1 (c) og Ui(n1^, Cl(p)) eller Ui (no(p\ c0^). Da Parametrene 
ere stærkt aftagende i den samme Retning som Modulerne, er
holdes som en fortrinlig Approximationsformel:

^2(14-cö) log (c°,-}-22 (l+c°)(l+c00)loSïl£--±l. F\
2- 2-

&c.------}-2plog'V<1+n0(p~1
2

Z II -v Ç 0 - | „ 11 O

log Ç----- ljj ligesaa maa, naar c° < n°, istedetfor VX4-h = ~—;
_____ no i co

sættes Er n = c, ville begge Leddene i Form-1 n° — c°
lerne (4) og (5) være uendelige med modsatte Fortegn, men i 
dets Sted erholdes ifölge (3)

7T

/TT / , r™ log 4 4-2 log cos I9 log 4-f-2 log sin 4/
4Ui(c,c)= / ————==(19=2 ~/T'7~T~a~7 -dxp

J (14-C)Ÿ1 — ci2cos2±9 (14-cM(c
o o

eller

t.iz r <14-n4-l <14-nQ4-l ' <14-0° °4-l _= F (c) £2 log------ --------p2 2 log------- - -------4-23 log------- - ------&c.]

eller ved at tilföie Udtrykket for Resten

/r* 1 z r« 1 f 4~11 ~f~ f f 4-110 1(F(c)[21og---- 7^ 4-2g log

(7)
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(8)

°ë

Ved at sætte c=c°.= o, altsaa n°=o, erholdes

tt i 11U x (n,o) = 7T log------ —------ ,

hvis Rigtighed proves ved

dUj (n,o) sin2<p. dtp
dn «/ 1-J- nsin2ç

* o

altsaa
dll, (n,o) V

d n
1 TT r \ * Z* n dn V’l-l-nM-l- Tvtr+t+; —----

o
Er n meget lille, saa at dens 2den og höiere Potenser kunne 
bortkastes, erholdes blot

Ux (n,o) = 7* n>4
som finder Anvendelse med Hensyn til Ui(n°^5 c°^) i Aproxi- 
mationsformlen (7), naar p er tilstrækkelig stor.

4. Paa samme Maade, som Formlen (2) er bleven beviist 
paa det citerede Sted hos Legendre, kan ogsaa folgende bevises:

1 tg d ,----------------- , /'S sin2w(p. do(tgcos <>*= —/ —

(9)
som er mere almindelig, og hvorunder (2) er indbefattet som specielt 
Tilfælde ved at sætte Ô = 7T. Ved altsaa i det indefinite Integral 

U(n,c,0) = *̂  log (1 4-n sin2<p).

o

O

O

Mm2



at udvikle log (I-}-nsin
2(p) efter stigende Potenser af nsin

2
<£>, transform

ere hvert en
kelt Led ifölge (9) og atter sum

m
ere under Integraltegnet, erholdes:
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/•■t n2 n

2 1— -L
c

Det bestemte Integral/ log (l -f- 4~ 2 ~ cos ç) dtp indeholder in-
o

gen imaginære Elementer, thi 1 -f- IL _i_2 2Lcos <p = (1 4-JLcos<p)2 
C2 C C '

-|-!Lsin=(p er stedse positiv, men da Logarithmen af denne Stör- 
c2

reise varierer fra log (1 ¿--L)2 til log (1 —.dl)2 naar (p varierer 
c v c

fra o til 7r, vil det kunne indeholde baade positive og negati\e 
Elementer. Man kan stedse betragte n som positiv i dette Inte
gral, thi naar n erholder modsat Fortegn, ville blot de Elemen
ter, som fremkomme fra <p = 2 til <p - 7r blive ombyttede med 
dem fra (p = o til (p = hvorved Integralets Værdie bliver 
uforandret. Man maa nu skjælne mellqm de to Tilfælde n c 
og n 2> c. I det forste Tilfælde ville de positive og negative 
Elementer nöiagtigen hæve hinanden 5 man har nemlig (Art. 1)

log (Id--- vd~2 — COSÇ) = 100(1 — L)2j4-log (1-J-n1 co®2 Ao)
c c c -

altsaa

log (l-[--- - -j-2 — cosç). dç = log (1---- -)-j-log(t-fxnIco* 2Iç). dç,
o o
og ved at sætte (p = 7r — 2 lp bliver

log (1 ¿-il1 COS‘2 iç). ;dçi=2‘log (1-f-n1 sin2y). dy = 2 Û1 (n1,«),.
o o
men ifolge (8) er

T] z t x 1 V1 01 d~ 1 . ILl1(n\o)= s-.log ------ - ------- = «• log-------— ,
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altsaa

/
7T n2'0Sd+^ -f-2 — cost?). dç = o.

Derimod, naar n > c, er

(12)

log (L 4- _|_2 cosç) = 2 log (" — 1) 4- log (14-n1 cos2 4<p)

• 1 -r 4 nc
idet nT = ------ — altsaa

(n—c)2

/
*7T

Iog(l-|- — l)4-2fflog
0

2

hvor V'l-j-n1-
n 4“c

n — c

Vr14-nI4-l_ n

2 11 — c

11
c 

r_i 
c

fölgelig

og(ld-^-4-2-^c°s(p). dç = 2fflog~, (13)
o

hvoraf tillige sees, at Integralet endnu er o naar n = c. Disse 
Resultater (12) og (13) ere forhen paa en anden Maade fundne 
af Poisson i Journal de Vécole polytechnique 17me c ah. Pag. 617.

Formlen (11) indeholder fremdeles den uendelige Række
u = cosy/ cos(p~|— cos2y> cos2<p4~cos 3^ cos394~&e.

hvis Værdie er = — i for alle Værdier af ip og (p som ere ulige- 
store, men = oo for tp = <£>. For at bevise dette sættes

Ujn — t COSy» COSÇ-f- COS 2^ COS 2(p -f- t3 COS 3^/ COS 3<p -- - -ptmCOS IDtp cos mtp, 
fölgelig

2um=:COS 11 -f— cos 2(y-|-ç)lt2 -J-COS 3 Ç>) 113 — --¿-COS m I?
-f-cosfy'—<?)| -f-cos2—<p)| —J—c°s 3 (y>—<p)| -f"008111^—<p)|

men det er bekjendt, at naar
y = t cos a 4*  t2 cos 2 a -j-13 cos 3 a------- f- tm cos ma
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y“l¿£t2"_ ¿teosa COS a ~~ t2 + tlU+2cosm « — t^’cos (m-j-l)a) , 

som let bevises ved at multiplicere begge Sider af Ligningen 
med 2 coset, altsaa naar Rækken fortsættes i det uendelige idet 
t er en ægte Brök, der kan tages ligesaa nær Eenheden som man 
vil, bliver

t cosa — t2
y =14-ta-2tcosa’

og ved at sætte t = 1
1 — cos a 1 

y 2(L— cosa) 2’
dog undtagen naar a = o hvorved 

t — t2 t
y = l-bt2-2t“T^t’

som er = ao naar t = 1. Dette anvendt paa begge Rækkerne, 
hvoraf 2ujn er sammensat, giver, ved at tage m = og t = 1, 
den ovenfor angivne Bestemmelse for u.

Det dobbelte Integral, som Formlen (11) indeholder, raaa 
altsaa beregnes ved forst af sætte u = — 1 og udfore begge 
Integrationerne fra o til 7r, saa at alle de Elementer, som svare 
til (p = ip, ere med herunder indbefattede, hvilket er tilladt 
efterdi Summen af alle disse Elementer for u = — i er en for
svindende Störreise -, men dernæst maa man tilfoie Summen af 
alle de til Ç) = ip svarende Elementer idet man sætter

t COS (y — (?) — t2
2 1-f-t2—2tcos(y/ — (?)

og bagefter t = 1. Denne sidste Sum af Elementer udtrykkes 
ved et Integral af den Slags, som af Cauchy ere benævnede 
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intégrales singulières {lYLèm. présentés par divers savons &c. 
T. I. Pag. 678) d. e. saadanne, som ere tagne mellem to uende
lig nær ved hinanden beliggende Grændser; thi forst integreres 
med Hensyn til p fra xp—e til xp~}~E9 dernæst med Hensyn til tp 
fra o til 7Ti eller omvendt forst med Hensyn til xp fra (ft—e til 
p~H> dernæst med Hensyn til p fra o til ;r, idet e er uendelig 
lille og idet man efter Integrationen sætter t = 1. Fölges den 
forste Orden af Integrationerne, haves dette Udtryk:

(14)

som maa behandles paa den Maade, Poisson i et aldeles lig
nende Tilfælde har anvendt {Journal de l'école polytechnique
19me cali. Pag. 433). Bemærker man nemlig at p, forsaavidt

den under Integraltegnet / findes udenfor Functionen u,
q>-s

ingen Indflydelse kan have paa Resultatet ved at variere fra 
xp—E til , vil man ligefrem kunne indsætte xp i dens Sted*),
hvorved Alt undtagen u gaaer udenfor dette Integraltegn, saa at
man blot har at betragte

/ tcostø—<?)— t2 ,
2(l-j-t2—2tcos(^-—ç>))

*) Angaaende dette Punkt s. Poisson , théorie mathématique de la cha
leur Pag. 215.
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Dette Integral vil ved at sætte — Ç) = z og t = 1 — g, samt 
udvikle efter Potenser af g og z betragtede som uendelig smaa, 
reduceres til

som ikke forandres ved at udvide Grændserne fra —g, 4. g til 
go ? efterdi alle endelige Værdier af z ville lade Ele

menterne af dette Integral forsvindej altsaa, da

/gdz 1 t z
2(g24-z2)= 2 arc(‘S = 7)’

erholdes
tcos (ÿ — <p)— t2 

(1 -f-12 — 2 t cos (y, —
y>-s

Fölgelig vil Udtrykket (14) være ligegjældende med

log(l-|-^4-2 2 cosy/)

W-f~C2 —2 c COSy/
tg 9 

A (c,Ô)
<14-c2 —2 C COS y/) dy/.

(15)

Formlen (11) vil altsaa formedelst de fundne Ligninger (12) og 
(13) i Forbindelse med Reductionen af det dobbelte Integral 
give:
for n < c og n = c

O
log (i 4- + 2 — cos Q)
---- — ■ C C —-.arc (tg =

<14-c2 — 2ecos Q
tg 9

A(c,0
<i4-c2 —2c coscp)1 dtp

og for n >. c

Vid. Selsk. phys. og math. Skr. VI. Deel. Nn
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giver

c
nöiag-

1 l°g (14—i 4-2 - cos ø) tg G - _______
4- — ■r-,c :-c aJÇ (tg = 1-H2- 2c cos 9). d<?2ff o Vl-j-c2—2 c cos <p A(c,9)

hvor man maa iagttage, hvis n er negativ, istedetfor log— at 
n 2

sætte i log(—) • Segge disse Formler falde imidlertid

tigen sammen, thi

/•. , t” G z—------------------
arc = a , ûâ- 4-c2 — 2 c cos9>

------ y-= ----------- (I9O Y14“C2 ---- 2 C COS 0

differentieret med Hensyn til 0 giver

/Tt 1—ç2 sin49
A (c,G) [1-j-c2 sin49 —2csin29 cos 9]^ ’

o
men som bekjendt er

/.dø .
a -f- b co s 9 Va2— b2 ’

O
altsaa ved at sætte a = 14~ c2 sin4 9, b = — 2 c sin2 9, som
Va-2—b2 = 1 — c2 sin49, erholdes

1 Z^arc (tg = -^-Vi4-c2—2 c C0S9) /**  ¿9 r
vz — a(c>9) —-------------- dç=y ——=F(C,o)-

o V14-C2—2CCOS9 o A vw
Dette viser, hvorledes Formlen (11) almindeligen kan reduceres 
tilbage igjen til (10), omendskjöndt begge Integralerne, som den 
indeholder, undergaae en pludselig Forandring i deres Værdier 
ved Overgangen fra n < c til n > c.
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5. Functionen af anden Art U2 være, naar den er complet, 
betegnet ved U2, nemlig

U2(n,e)= log(l-{-H sin2Ç>). . (jM
J A (c, 0)°

Udvikles log (1 4~n sin2(p) efter stigende Potenser af n sin2<£>? og 
transformeres hvert Led ifölge (2), erholdes

Som bekjendt er

^■log (1 -f-t2 -j-21 cos ø) = t eosØ — i12 cos 2 ø -f-f t3 cos 3 0 &c, 
/ t sin Øv. . ,: , . „are i tg =-----------) = t sin ø — -£■ t2sin 20-pf-13 sin 3ø &c.,
v i-H COSØ'

altsaa ved at multiplicere den forste af disse med cos(p, den an
den med sintp og subtrahere, haves

som ogsaa erholdes ved at bemærke, at denne Række sat = T

U cosç. log (1 -j-t2 4“ 2 tcosø) — sinç. arc (tg = —t-,? ?.—\
K l-f-tcosø'

(=t cos 2 9 — ft2 cos 3 Ç 4~ f t3 cos 4 9 &c.,

Nn2

giver
dTt2 —= t2 cos 29 — t3 cos 3 9 4~ i4 ccs 4 9 &c. d t

1 4-tcos ø , .=-------!------ ... — 14-1 cos 0
1 4-t2 4~2tcos9

eller
dT cos2 94~tcosø 
dt 1 4-t2 4~ 2 t cos 9
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altsaa

d Ç)

Vi ville

Y 14- c2 — 2ccosç

coscp. dtp

2U2(n,c)=|
c o

T = f" cos2<? + tcos? dt>
«/ 4-21 cos 9
o .

Fölgelig ved at summere Rækken under Integraltegnet erholdes :

r "2 11 nsin? \-|
V^^ccos^C0SQ< 10S(1+ 4-2c C0S^-sin?- arc Vtg-c-4-n cosçJ-ï

(17)
forst betragte det specielle Tilfælde n = c. Det giver

2U/c>c) = l /•" <*>»?■  d°8 2 + log co. 19) - i 9 sin?
ct/ Y1 -f- c2—2ccosç

o
Ved at sætte (p = % — 2ip erholdes

i' coscp. ¿9_______2 /__2_ r/_2_ _ x __ IkV)!
J yi-j-c2 —2ccosq 14-cq Aic1,^) 14~c Cl2 cl2 -I’

men ifolge Theorien af den ældre Modulusscala er

FI(cI) = (i4-c)FI(c)

E1(ci)=t^-E1(c) — (L — c)F\c),
1-f-c

4 c
altsaa, idet cl2=-—¡-----,

O
Fremdeles er ved at sætte <p = jr — 2ip

/n cosQ. log cosiø 3 2 (2sin2V/—l)logsinV' lf
Vi 4-C2—2 c cos 9 14-c A(cx,y)o o



283

men ifölge Art. 3 er

altsaa

^logsiny,
A(c»

d^ = Ui(c,c)—log2. F\c),

o

COS0 log cos|0 __ dQ = 2 log 2. pi, _ 2 u 
Vl -f-C2 -- 2 c cos Q

(c,c)

Endelig er ved deleviis Integration

ca—2c coso do

altsaa

For almindeligen at transformere Formlen (17) sætte vi

Man vil da have
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cos<p. d<p

Y=

2

men ifölge (5) er
- — Ux(»W)=4 log (1 - -)• F1 (c) - 4 Ü,M 

l-j-c C

altsaa

følgelig
y _ 1+c

c

-4-U/nSc1).
14-c

n ,--- ;------------------ n-f-c cos o«-----/ VY-|-c2 — 2ccos<p. ■------ ““dtpc2 -f-n3 -f-2n ccosç T 
o

hvor « er saaledes bestemt. For alle Værdier af n beliggende

mellem -j- c og — c er = o? efterdi —-i—--?— [ikke vil 
c 4~n coscp

kunne blive uendelig naar O varierer fra o til 7r, fölgelig

Fremdeles sætte vi
/ n sinø \ 

Y= Z'arc Vs - c 4- ncosJ .
1 Z .. ^=.- —. -—J— sino doY 1-j-c2—2ccosç

og vi betegne ved Yï det samme Integral taget mellem Grænd- 
serne o og 7r. Ved deleviis Integration erholdes

/ 1 z.».— ------------ nsinol —Y 14-c2—2ccos<p. arc (tg = .------------ s
1 c c-f-ncosç'

n —-------------- n-j-ccosç- C» - 2 c co.,?. - dç,
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o, som den er for (p = o, og vende tilbage igjen til o for (p = 77-

, n sino sarc (tg =—---------- 1
C 4“11 cossp ' ikke naae Værdien men maa variere fra

For n = c, som er det Tilfælde.
z n sino x T _ 7arc [tg-------- i—] = i 0, altsaa
' c -j- n costp 7

vi allerede have betragtet,

& - - '•> og for n = — c

er

er

, nsino x (p— ff 1—carc(tg = — --------- , altsaa äj =—-—. for n positiv > c
' c4~ncosy 2 1-f-c

.. Ä c ••• / nsino X „vil cos 0 = T-. — gjore are ( tg = —---------- ) - ”, hvorefter dennen V c-f-ncoscp'
Bue fremdeles voxer, som sees af dens Differential - Coefficient, 
der er bestandig positiv, altsaa a) = 7T. Samme Bestemmelse 
for u finder Sted, naar n er större negativ end — cj thi 

arc ftg=—nSIn^—) vil som bestandig voxende blive 1 for cos 0
V c -J- n cost?7 2 “

c- — —, men denne Værdie af (p, som i foregaaende Tilfælde 

var > £, er her <
Fremdeles er

V14- c2 — 2 ccos ç = -- Ci 2 COS2 Xç ,
n 4- c cosç = n — c 4~2c cos2^ç,

c2 4- n2 4~2n c cosç =(c — n)2 (1 4~ n1 cos2£(p), 
altsaa ved at sætte (p = n — haves

2n(14-c)
c (c — n)2v/

A(cr,y/) (n — c4~2c sin2y,) 
14~ n1 sin2y>

o

s ACcSvü (n — c-f-2csin2^)
1 4“ sin2 y>

som er aldeles reductibelt til elliptiske Fimctioner. Man har 
nemlig



o

i • j 4 n c 2 VValtsaa, idet n1 =-------- , c1 =——,
(c — n)2 1-J-c

Y:
A I _ rA I I ~2\ f I

altsaa hâvesIfolge (17) er 4c 2c

n
'°8(1 Al + ^F'M-E'W] - ÍU»+-i-ÜJnhc") 

c2 L C C(l-f-c)

(18)

hvor det maa iagttages, hvis 1 — — er negativ, at forandre log ( 1— 21) 
c c

til log (~—1). Som bekjendt er Il^n^c1) reductibel deels til 

de complette Functioner F^c1), E (c1), deels til F(bT,$), E(bx,ö) 

hvis n1 hörer til de circulaire Parametre, derimod til F(cx,ö), 

ECc1,#) hvis den hörer til de logarithmiske, idet Amplituden $ 

er Parametrens Vinkel. Betegne vi vedW alle de Led, som i Form-
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len (18) ere sammensatte af elliptiske Fun etioner, kan den kor- 
teligen skrives saaledes :

U,M=W-lUJMd-----1—-U/n'.C),
c c(l-f-c)

Ligesaa er, naar W*  betegner hvad W bliver ved for n og c 

at sætte n1 og c1, altsaa for n1 og c1 at sætte nTI og c11,

1 U2(n”,c“)Uz(nbcI) =WI— i-U/nScæ)-]-
c1

Elimineres U/tyc) mellem denne Ligning og den foregaaende, 

erholdes

U/n,c)=W-
2c(14-c)

2-j-c1
2c(l+c) 2c(14-c)(14-ci)

(19)
som er den Relation, der finder Sted mellem de tre consecu

tive Functioner U2(n,c), U^n^c1), LaCn11^11), ligesom Formlen 

(6) fremstiller den analoge mellem Ui(n,c), Üx(uI,cI), U^n”^11). 
Formlen (18) kan paa samme Maade som (5) tjene til 

Approximation, idet U2(n,c) reduceres til UaO^^c6^), hvor n0^ 

og co(p) kunne blive ligesaa smaae som man vil, hvorhos det 

er af Vigtighed at kjende Værdien af U2(n,o), som erholdes 

ifölge

dU2(n,o)_ X*  sin4<pd<p ir n—2
dn J l-pn siii2o ~ 2n2'Y<£'Zp~n 4n2 * '

Vid. Selsk, phys. og math. Skr. VI. Deel. Oo
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2
U2(n^0) = ,r dn (

O
II

(20)

idet i -
J 1,-j-M sin2y

3 T
som, naar n er uendelig lille, giver üz(n,o) = —n, som er tre 

Fjerdedele af hvad U/11,0) er i det samme Tilfælde.

sin4ø ¿9 _arc(tg = tgø. , n~2 _ SI\2ø tgaa
4n

6. Naar i det indefinite Integral

U2(n,c,O)=/<' Jog (l-j-nsirPØ). SU1 ^.9
J A(e,<p)O

log (l-J-nsin2(p) bliver udviklet efter stigende Potenser af nsin2ip 
og hvert enkelt Led transformeret ifölge (9), dernæst Rækken 
summeret under Integraltegnet, erholdes

(21)
hvorunder (17) er indbefattet ved at sætte 0=^. Differentieres 
denne Formel under Integraltegnet med Hensyn til vil man 
komme til en Transformation analog med den, som forhen er 
funden for Formlen (10), men som vi ikke behove her nærmere 
at udvikle.

7. Den complette Function af tredie Art være betegnet 
ved R1? nemlig
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r

d 9

(22)

(25)
02

J<2 y
1 -{—~4~2— cosac2 c

Dette indsat i (24) giver

, (1-j-—cost?) log(14-2-4-2—cosep)-}-—sinç. arc (tg =—21Î12Î—)
4RI(r,n,c)= -.. 9 ___ 2__________ LL_c c _ c4-ncosç/

V14-C2 -2c C0S9

c c c__________ Ï±M2ÎL=^coso+^cos2(?+^cos31?4-&c.
2 r C C2 C3 '

} A A A
- = 2 I—— cos(p ——— cos 2Ç -f- —- cos 3o 4~ &c.~l 

*- C C2 c3 -J

log (1 4~ n sin g) __ Aæsin2^ 4~A2sia40 4~ A3sini;£4~2<c- (23)
14-rsin20

Altsaa er ifölge (2)

2R-‘(w)=/ + = = 2 c = [A cos» + ccs 20 + ^03 3?+&c.]. (24)

o
For at summere Rækken, som findes under dette Integraltegn,

. 1 çV'-T 1 -ô'R-iindsættes i (23) istedetfor sin2(p successive — e °g - e , 

hvorefter Resultaterne adderes, hvilket giver 
loS(l+”e-^ 

c c
1+1X‘' + l+.i

C c

V» / x /*?  log (14~ n sin* 2ç) doRi(r,n,c)=/ ----—---- —------— -
t/ 14-rsm29 A(c,cp)
o

Udviklingen af s*n ?) efter stigende Potenser af sin20 være
0 14~rsin2o 0

fremstillet ved

eller, ved at reducere venstre Side af denne Ligning til reel 
Form,

r n2 - n r nsinø1(14 cosç) log (1 4-—4-2— cosÇ))4 Sinø.arc(tg = —------) A a A 
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hvorunder (3) er indbefattet ved at sætte r = o. Vi sætte for
Kortheds Skyld

v-/ñT d 9
c2 —2c COSÇ)

r n2(ld---- costp) log (1 4---- - -[- 2c cz
— cosç) 
c

og vi betegne ved Vi og Yx de samme Integraler tagne mellem 
' Grændserne o og tf, saa at

4 Pi/r,n,c) =Vi4-Yi-

Man har

Vh-b-c- --2c COSÇ
dtp

V l-|-c2-2c costp

altsaa ved heri at indsætte

log (1 -2-4_2— cosç) = 2Iog (1— — 1 -f-log(l -p n1 cos2 jtp)
c2 c c

Vi 4~ C2 --  2 C COSÇ) =(14~c)Vl -- Cl 2 cos2

14“----f-2 — costp =(1----- 'j ( 1 4-1'1 co’2c2 C C 2

idet r1 = ——•> og ved at sætte (p = w — erholdes

VI = 2U1(nV4~ — -i-pioga--) rr(rhc94- PlI(rI,nI,cI)'l.
c—i 1"t~c C- c J
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Ilerved maa .mærkes det specielle Tilfælde r = c7 som giver umid

delbart ifölge (3) Vi=iUi(n,c)-|-log(I — —) hvor det 

Led er det singulære Integral fra (p = 7r — s til (p = 7r.

andet

Lige-
ir n

saa, naar r = — c, er Vi = 2 Ui(n,c)-f- —log( Î -) hvor det

andet Led er det singulære Integral fra o til g. Er derimod 
n = c haves

V. =’UlW+—c—r

og naar r = n = c haves V i uendelig.

Udtrykket for Y giver 

d_I=2r C_____------------
c2—2 c coscp

sin?ø
r i*(1 ----- [-2 — coS9Xc24_n24~2n c cosø)
c2 c

4 r c r 4 » c
ü^j2’11 "(UVF’

dYt
d n

altsaa, idet sin2p =4 cos2|p. (1 —cos2|p), r1 

ved at sætte = tf — 2ip erholdes
sin2y> — sin41¡,

(l-fs:' sijLyXH-nUin’y,)

altsaa
l-J-n1

r1!!1 —n^nLcuJ-__ r l_F‘(cH
dn / r\2 L r1!!1 (l-|_o)rJ(n4_r<)H----- \ (c-n)2

K c '

Ifölge Relationen mellem n og n1 er
4dn dn1

(c —n}2 cVï-f- n1 ’
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tilmed forsvinde disse Størrelser samtidigen, altsaa erholdes
__ 1 dn1 «- 1 , 4. —f—r1 _r (l-l-n1)1'1
Y‘ = Z1'61'c,)

O
Man har

/* dn* _]o <l-j-n1—1. /'___ d nI ___ 1 1n jTl-fP —Yi^n7
V i4_ni.nl °° y'14-ïï?(ni-rI)_^H"1'1 ° ’

i VTfU1—1 V'l-J-r1 , V'14-r1— /14-n"7 log —-—L   --------------- log ——L—------- L—r < r^l+r^in2^) < £4_ri_|_V' 14_n

2 si ny, cosy,
+rF¡ü>arc(ts=t^'<i+“,>

fölgelig
sin 2^. arc(tg=tgvp, < 14-n1)

14-1’1 sin2 xp
d\p

Aic1,^)

hvor y maa bestemmes saaledes at Yi = o naar nr =0. altsaa

vp. sin 2vp
1-|—r1 sin2 y,

dy, 
A(cr,yY

Altsaa er
sin 2y,. arc (tg = tgy,. yY-f-n1) dy, y. sin2y, <fy

14-r1 sin2y, y i-j-rIsin2y, ’ ACc1,^)
o

som ogsaa af det oprindelige Udtryk for Yi erholdes ved at 
sætte = tv — 2{J/, naar man derhos bemærker, at

arc (tg = tgw. Y 1-f-n1 ) — y- = arc (tg = n sin 2y,—----- ■—),
c — n cos 2w
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Man har

sin2y». dy, 

sinw cosw dw

haves

u-1) —<u-pijsin«jKu' h~Hu4~l)sinaJ [(u-f-l)siijß-(u-l)] [(u¿-l ) sin/3-f-(u-l)J

ci 2-f-nx [1 —
11—1 1 ----- du
u-{—1

v 2 sin/3 /•
y‘=W08,,w

dy/, V"l-f-n1-. 
Ldl-f-n1 sin2y/ J

, 14-sin« 1-4—sm/3
idet Grændserne ere -----:—?  ---- :—• Ue lire Bactorer under1—sin« 1—sin/3 
Qvadratrodstegnet ere bestandig positive mellem disse Grænd- 
ser, og den forste er 0 ved den lavere, den tredie ved den

som giver
Y sin/3 l-f-sinw ___

1-f-c —sinw V sin2w-sin2«Y^sin2ß-sin2w*-
a

sin2ß 'u-f-V J

■ ci2<14-nJ
„ . sin2», CI 24~n1(i--1 v sin2ß

14-sinw u—1 . . j 2(u-1).Ved dernæst at sætte----- ;—= u, altsaa—,—=sin», sm« cos« dw=-———du,
1—sinw u-H («T1)

altsaa ved deleviis Integration

7F 1 —— — A (c1 ,yj 
"bog------------------

■4-A(cI>v)

Antages r1 at være positiv, sættes
A (c1,yb . b1

Vi+£ V1+^ V
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höiere G
ræ

ndse. 
D

et vil derfor væ
re beqvem

t ved en 
ny Substitution at sæ

tte 
en 

af 
disse sidste 

= x
2 f. Ex.
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ere de, som maae sættes istedetfor <x2, ß2, y2 hos Legendre., idet 
ved ny Substitution sættes

2 a2j32sin2Ç 
ß2 -j~ a2 cos29

hvorved Grændserne, som med Hensyn til x vare x = o, x = ct, 
blive (p = o, -p = jiv, og man erholder

dx 1 d 9
<(a2—x2) (x2 4^7“¡r /«24-ß2 a (cx,o)

hvor Modulus ¿í2(y2—ß2) _ ,sinß—8Îna\2 A—brx2

y2(a2-{-ß2) 'sinß 4- sina2 'l-f-b* 1'

(sinß4-sina)(l-sina)—(sinß-sina)(14~sina)sin20

U-f-ÿ-b* V(1+r)(14-í)-(t_c)
idet rI=—~- .-=------- ------ -------- ------------- . Fremdeles er

V14-?r4-bI V(14-r)(14-^)4-(l-c)
l-j-csin^x 2 4- 2 sina = 2 si na.-------------- .c

1 — —sin2o 
rr

Vid._ Selsk. phys. og math. Skr. VI. Deel.

rned er y V"a24~ß2
2 (sinß4~sina) y 1 —sina

COSß 14~Slna altsaa bliver

Til-

, d x
V(a2—x2) (x24~ß2) (x24-y2)

sina
sina

cosß
2 (sinß4~sina)

dtp
A(c,ø)

Indsættes dette i det sidste Udtryk for \ x og reduceres den con

YVo

stante Factor ifölge Betydningen af sinet og sin ß, erholdes
? dø x24“l~Hina2 log------- -------. rci2V'14-nI(x2 4-2) (x24-2sina) x2-|-2 sina-.

A(c,ç) 1—sina L n1(c i 24-n ’ )(x24-2)2  ----- (x24-2sina) 2
sin2ß

x24-2 J'

Man finder
x24~l~|-sina

1—sina
(sin P4" S1 n« X 1~Hi na)-(sinß-sina)( 1 - sina) sin2ø 1 — crx sin2ø

, 2(1—csin2o)
x24-2=—-----------

c
1------sin2O

(
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altsaa
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eller

Altsaa er

g=l[F.(c)n-(-r,)]

_ n\— —)j
ri ri

d<p 
A (c,<?)

2n[Ux(-cr,)-UI(-

( Ri(— cn„— crJ+Pt/— er.)

-R,(-cn„- L)-R,(_
1 D »I i'i

Yx =______ —______\
(c-bn) V"(14-r)(14- 7 n+fc‘n)

Y — —c /
(c-j-n) V (I4_r)(i_^)\-Hc—n)

Man har
dUx(—crx) —csin2ç>

2 (c-f-n)fR1(—c, “ crx)—RI(—c, — ~)~1 
ri J

drx «/ 1—crx sin2o
o v, c . csin2oJü»(-r? f\ —* .

dr- ■« l-lsin=0 
rI

2 n[Ux(-crx) — Ui( — ~) — log rx. F\c)J 

iRI(-cnx,-crx)-|-RI(-_l,-crx)-Ri(-cn1J-L) 
I 111 ri

-Rd-—,-—)-iogrx. rni(-cnx)-j-nx(-~)’i nx rx L 1 nr J

^-2(c-f-n)|^RI(-c,-crI)-RI(-c,- — )-logrx. IPf-c)] 

idet c er fælleds Modulus for alle Function erne.
De complette 'elliptiske Functioner af tredie Art, som heri ind- 
gaae, reduceres til den complette af forste Art ifölge: 
n-(-cn,)+n7_±)=FI(e)+ -------ål---------= F7<;)+—2±ü_.*

?• (t-e)(c-n)2

n-(_c>=ÍFI(c)+--r_.
2 4(1-c)
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fölgelig

drr

du

• 1
5

1--
ri

altsaa
drr

Z* du z*  dç>
~J Y1—us)(u“—c*) “2./A(b,9)’

/”-----
•/ r, V (1—crx)(l—1-1 rI

1

r.Vi-crJfl-i)rI
< 1 ifölge dens Udtryk,

ellersin(p = ~ V 1 —
1—b2 sjn2<p ‘ b ri

dU^-crU
dr. drx rx rx L v rx J

= 1F'(c)-------— kl
ri r, V(l—cr,)(l—

11 
og ved at integrere fra 1 til rx 

üi(—cri)~Ui(— —-)=logrj« Ffø+i^/^ 

ri
Det er herved at bemærke, at rt er 

og rT > c efterdi

(l-crI)(l--) = (t-c)^(^-r)2
ri '■c-pr

c2
er positivt. Vedat sætte cræ = u2 =

erholdes

Z* 1 dri Z’ri dri i
"=/ • ~~ ~7/^- —-=2rF;Ky)-F(b,?)l
)*f  r, V(l_cr,)(l_l)Z r.Vd-cr.Xl-^ L J

1 1
idet sin2iJ/ = --—, som giver F(b?i^) = — FI(b). Fölgelig er

Ui(— CTj) ~ U^— = logrx. F\c) 4-5T [~F\b) —F(M)J,

idet sintp =~

/* drx______
rz V(l_crr)(l_-2) 

rl
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dy

dr,

dri rl—

dRjf-cn^-crJ dR^-cn,,-—)
_____ r_i_ 
dr,

c 2
Sættes som ovenfor crT = ------------ -—, bliver

1—b2sin2y

2cnI r__

fölgelig

/ 1____________dri____________

1_______ dø
4 V . , ’ A (Kø)’
1 —---------sin-Q

1— en.

2 cnr
~^[n(p.W-H(p,M)l

Fremdeles er 
dRI(-cnI>-crI)

dr.
_____ — csin20________ dy _ 1 r 
(l-cn,sin2y)(l-cr,sin2y) A(c,y) rI-nI'- CM9 ( cri)]

O
c csin2ô

dRJ-cn,,--) dç 1 r
-- ---------------- =J ---------------------- . _^.=

’ 0 (l-cn,sin2y)(l--- sin2y) rin,(ri----) 1
ri 11 /

altsaa, ifölge Relationen mellem nI(—cr,) og nx(----- —),
rx

/r1 i 1 1 n
I t Jnr(—cnr)lLri r,— nx r 17

1 1 ni

"b2 i f ~~idet p - --------------- , sin2ó=——, sinö = •— V 1 — For at finde
r 1—en/ T 14-c r b r,

Integralet af de Led, som indeholde nx(—cr,), bemærkes fol

gende Decompositioner

i
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erholdes

o

c sin
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g.

I P I
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cn<
1-cn

b 2 n
idet q = — -—Differentsen af disse Udtryk er alene afhæn

gig af elliptiske Functioner, men det er deres Sum, som ind- 
gaaer i Yi. Ved Additionen ville do elliptiske Functioner af 
tredie Art reduceres til förste Art. Man har nemlig 

(i+p)(1+g)=cS_^=i±£.
Zl—cnx p (l-CHj^Hj-c) lij-c q (l-cnjXnj-c)

tilmed er nx ligesom rr indsluttet mellem c og 1, fölgelig p og q
logarithmiske Parametre, den förste varierende fra — 1 til 
- (1+c), den anden fra — oo til — (1-j-c) medens nx varie
rer fta c til 1. Fölgelig er {Traité des fondions elliptiques 
T. I. Pag. 72) 

b2nr
-,T rij-c (l-cnI)(nI-c)L pq 2y pq —y pqsinçcoscp-1
og paa lignende Maade reduceres de Led, som indeholde ip. 
Bemærkes nu Værdierne af p og q, samt de af og ip givne

erholdes :

hvorved F(b,tp) = o F\b), og sincp =

som er al den Reduction man kan opnaae.
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Af Formlen V(l—cnxj (1 — = (1—c) —— sees at n, = 1

giver n = o, hvorved
(l-n,) (1-—)

 nI
n

bliver ubestemt, men tillige haves

„ 1—c—

altsaa, idet nx = j, er

n

4-4 [RZ-C'-crJ-R^-c)]

1 — cYx= f_________ r
(c4-n) V (14-r)(l-f-S

—4(l-c)2
c2

Folgelig for n1 - 1 erholdes
(log r^F-W-f. ~ lo„

I 2(1-e) » (l-r,)=c=
ífR/.c.-cJ-R/.c,- -!=/+» [iF‘(b)-F(l>.?')]-2ü.(-cr,H-2U.(-O

Indsættes nu alle disse Resultater i det sidste Udtryk for Y*,  erholdes,
, (l-n.Xl-^Xl-r,)» c‘(r-n)

f—----r(c4“n) 1 °g---------- —------------------- -
C 4(rI-nI)>i-—)rn(l-c)2(rn-c3)

«i 
4-4n[Ui(-cri)-U1(-c)J 

(Ri(-cnI,-crI)4-RI(--,-crj) 
4-2(c-n)L

u4(c4-n)[R1(-c,-crI)-RI(-c,-c)]
Kid. Seist, phys. og math. Sir. Kl. Deel. Q q
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ved heri at sæ
tte 

0
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— í2p

0 Yl-j-c2—2ccos0
men det er en nödvendig Betingelse, at^(sin2(p) lader sig ud-

t8°—Yl-f-c2-2coso) arc(tg=
A(c,G) c+ncosOJ

■ -------------COS--------- -—----- “—-|-c2—2c coscp
nsino ' arc (tg =—--- Y— )c-j-n cosÇr 

2p■n sin2<p.

vikle efter hele positive Potenser af sin2(£; f. Ex. Formlen (27) 
kan ikke gjælde for jf(sir_2(p) = log(sin2(p), og man seer ogsaa 
at höire Side af Ligningen da bliver den samme, som vilde 
erholdes, hvis venstre Side havde været 2 log(—). F(c,$), nemlig 

jf(sin2ip) = 2 log (~).

Y i-f-c2—2ecosQ

. f n1 -f- - COSÇ

Ved Anvendelsen af Formlen (27) måae 
som give singulære Integraler. F. Ex. naar

hvor n = c og n = — c reducere

14-^-b“cos?

l-f- - cos<p 1
- ----- ---------------til — Og der- . . n2 , 2n----------- 2

COSP
4

ved tilsyneladende n(n,c,$) til — F(c,0), men man har

Anrnæ rkn i ng. 
mærkes de Tilfælde, 
f(sin2<p) = —--1. ■ erholdes

* l-f-nsm’Q
1 Z‘7rd9.arc(tg=—!1°_Y l-f-c2-2ccos9) 

n(o,c,e)=- / . .__ AM)_________ ___
ff*7

o

Q q2
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1 4- — cosøc 1
2

hvor det andet Led for n2 = c2 er forsvindende undtagen i det 
uendelig lille Interval fra <£> = 7F — e til <p = 7r eller fra <£) = o til 
(p = g, eftersom n = c eller n = — c. Ved at tage disse singulære 
Integraler i Beregning, erholdes de bekjendte Udtryk for n(c,cz£) 
og n(—c,c,$). Det var et aldeles lignende Tilfælde som fandt 
Sted for Vi naar r2 — c2.

R. e 11 e 1 s er.

p.g. 259. L. 9. For log (l-}-sin2ø) læs log
— 269. — 10. — Ux(»V) — U/nSc1)

— 270. — 2 f.
Z*7T

_ 273. — 8 f. n. — Aproxi-
o

— Approxi-
274. — 6. — 1—c2sin 5 — 1 —c2sin4S

— 286. — 7. — Ui(nT>cD — U^Cnbc1)
— 289. — 6. -R‘

r2
- IL

r
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